Espaces localement convexes sur un corps valué  by Monna, A.F.
MATHEMATICS 
ESPACES LOCALEMENT CONVEXES SUR UN CORPS VALUE 
PAR 
A.F.MONNA 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of April 25, 1959) 
Dans un article precedent [1], refere comme EO, j'ai etudie les espaces 
vectoriels sur un corps K, muni d'une valuation non-archimedienne 
(designee par n.a.). J'y ai introduit les notions de semi-norme n.a. et 
d'ensemble K-convexe. On y trouve des proprietes concernant ces notions 
et en particulier j 'y ai etudie la relation qui existe entre ces deux notions, 
tout ceci en analogie avec les notions de semi-norme et ensemble convexe 
dans les espaces vectoriels sur le corps des nombres reels. On n'y a pas 
suppose que l'espace soit muni d'une topologie. 
Dans !'article present il s'agit d'appliquer ceci dans l'etude des espaces 
vectoriels topologiques sur K. On donne des proprietes des semi-normes 
n.a. continues, et au moyen des ensembles K-convexe on peut definir les 
espaces localement K -con vexes en analogie avec les espaces localement 
convexes reels. On montre que tout espace localement K-convexe separe 
est isomorphe a un sous-espace d'un produit d'espaces de Banach non-
archimediens. Enfin on etudie la possibilite d'un prolongement des trans-
formations lineaires et des fonctionnelles lineaires, quant a ces dernieres 
dans la forme analytique et dans la forme geometrique (tMoreme de 
Hahn-Banach). 
Dans tout ce qui suit K est un corps, muni d'une valuation non-
archimedienne qu'on suppose propre. 
l.l. Soit E un espace vectoriel topologique sur K; on ne suppose pas 
que la topologie soit separee. Dans EO nous avons etudie les semi-normes 
n.a. sans aucune supposition concernant la continuite. Puisque il s'agit 
maintenant des espaces topologiques, on peut ajouter la condition que 
les semi-normes soient continues. 
Soit done p(x) une semi-norme n.a. sur E et supposons que p(x) est 
continu au point x=O. 
On a les inegalites 
et done 
p(x)~max (p(y), p(x-y))~p(y)+p(x-y), 
p(y)~max (p(x), p(y-x))~p(x)+p(y-x), 
jp(x)- p(y)j ~ p(x- y). 
Il suit de cette derniere inegalite et de la continuite de p(x) pour x=O 
que p(x) est uniformement continu dans E par rapport a la structure 
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uniforme sur E, telle qu'elle est definie par la topologie de E supposee 
compatible avec la structure de groupe additif de E. 
Soit x0 E E tel que p(xo) =I= 0. Alors il existe un voisinage ouvert Ux, de 
xo tel que 
p(x) = p(xo) pour x E U x,. 
Pour montrer cela, soit 0 < e < p(xo); puisque p(x) est continu, il existe 
un voisinage ou vert U 0 de () tel que p( x) < e pour x E U 0• Posons 
Ux,=Xo+ Uo. 
U x, est un voisinage ouvert de xo. Pour tout y E U x, on a 
p(y) = p(xo+y-xo) =max (p(xo), p(y-xo)), 
puisque y-xo E U6, et done 
p(y- Xo) < e < p(xo). 
Il s'ensuit p(y) = p(xo). 
On peut renforcer cette propriete. Soit V x, !'ensemble des points x E E 
pour lesquels on a p(x) = p(xo) =I= 0. On tire de ce qui precede que V x, est 
ouvert. 
1.2. Soit encore p(x) une semi-norme n.a. continue sur E. Posons 
Ap= (x; p(x) < 1). 
Nous allons montrer que Ap est un ensemble ouvert et ferme dans E. 
D'abord, d'apres l.l tout point de Ap oil p =1= 0, est un point interieur de 
Ap. Soit alors z E E tel que p(z) = 0, done z E Av. Puisque p(x) est continu, 
il existe un voisinage U6 de () tel que 
p(x)<t:, x E U6, O<t:< l. 
On a alors pour tout y E z+ U6 
p(y)~max (p(z), p(y-z))<t:, 
de sorte que zest un point interieur de Ap. Il s'ensuit que Ap est ouvert. 
Soit enfin y un point d'accumulation de Ap et supposons y f. Ap. On a 
alors p(y) ~ l. D'apres ce qui precede, il existe un voisinage dey oil pest 
constant et done ~ l. 
Dans ce voisinage il n'y a done pas de points de Ap, d'oil une contra-
diction. Av est done ferme. 
De la meme fa<;on on montre que !'ensemble 
(x; p(x)~l) 
est ouvert et ferme dans E. 
Il suit de ces deux proprietes que !'ensemble Ec des points x E E tels 
que p(x) =0, oil 0> 0, est un ensemble ouvert et ferme. 
Remarquons que cela n'est pas vrai pour !'ensemble Eo des points 
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x E E ou p(x) = 0. C'est un espace lineaire puisque p(x) = 0 et p(y) = 0 
entrainent p(x + y) = 0, par definition de semi-norme. Eo est un ensemble 
ferme puisque pest continu, mais cet ensemble n'a pas de points interieurs 
a moins que p(x) ne soit pas identiquement nulle. En effet, supposons 
qu'il existe un voisinage U:c, de xo dans lequel p(x)=O. Alors p(x)=O dans 
le voisinage U0 = Ux,-xo de 0. Puisque U0 est un ensemble absorbant, il 
s'ensuivrait que p(x) etait partout nulle. 
Remarquons encore qu'on a Ec=AEc si JA.J = 1. 
On peut exprimer ces resultats dans la forme suivante : 
Tout espace E sur lequel il existe une semi-norme n.a. continue p(x) peut 
etre decompose en un sous-espace lineaire ferme Eo et une famille d' ensembles 
ouverts et fermes Ec, ou 0 parcourt l'ensemble des valeurs o? 0 que p(x) 
prend sur E. 
1.3. Supposons que p(x) est tel que I' ensemble W P des valeurs de 
p(x) est contenu dans I' ensemble w K des valeurs des elements de K, 
done W p C W K; on a alors evidemment W p = W K· Il y a une relation simple 
entre les ensembles Ec (0 o? 0). Soient 01, 02 E W p, Or, 02 o? 0. Il existe 
alors ). E K tel que 01 = JA.J02 et on voit qu'on a 
Ec,=AEc,. 
1.4. Il y a lieu de reprendre ici une question posee dans EO. On y a 
defini par des proprietes geometriques - ressemblant ala convexite dans 
les espaces vectoriels sur le corps des nombres reels - une classe d'en-
sembles S, appeles corps K-convexes, telle qu'a chaque ensemble correspond 
une semi-norme n.a. p(x) et on a obtenu la relation 
(x; p(x)<1) esc (x; p(x)~1). 
Dans les espaces reels on a une meme relation pour les ensembles con-
vexes et la on peut renforcer cette relation en exigeant que S est ferme: 
on a alors S = (x; p(x) ~ 1) ([6], p. 94). 
Il est maintenant clair que dans les espaces vectoriels topologiques sur 
un corps, muni d'une valuation n.a., on ne peut pas arriver a un renforce-
ment de cette relation en ajoutant la condition que S soit ferme. En 
effet, !'ensemble a droite et !'ensemble a gauche sont, d'apres ce qui 
precede, tousles deux fermes. Il faut done d'autres moyens pour obtenir 
une decision. Ce probleme reste encore ouvert. 
1.5. Remarquons que dans la demonstration de quelques resultats 
precedents on n'a pas utiliselaproprietedessemi-normes n.a. p(Ax) = JA.Jp(x). 
C'est ce qui s'est passe pour les proprietes dans 1.1 et 1.2, saufla remarque 
concernant !'absence de points interieurs dans l'espace lineaire Eo. Ces 
resultats restent vrais pour les fonctions reelles, non-negatives et continues 
f(x), definies sur E et satisfaisant a 
f(x+y)~max (f(x), f(y)). 
26 Series A 
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On peut en tirer la propriete suivante concernant les valeurs qu'une telle 
fonction prend sur E. 
Supposons que la topologie de E est separee. On voit que l'ensemble 
Eo: (x; j(x)=O) est un sous-espace lineaire ferme. Je dis que f(x) n'admet 
qu'un nombre fini de valeurs sur tout ensemble compact V C E tel que 
!'intersection V n Eo est vide. 
Quelque soit xo E V on a /(xo) =1- 0. D'apres ce qui precede il existe un 
voisinage ouvert de xo dans lequelf(x) est constant. Ces voisinages forment 
un recouvrement de V. L'ensemble V etant compact, il existe un recouvre-
ment fini, ce qui veut dire que j(x) ne prend qu'un nombre fini de valeurs 
sur V. 
Soit maintenant V un ensemble compact quelconque dans E. Soit 
{en} une suite tendant vers 0. L'ensemble 
Fn=(x; /(x);;;;,en) 
est ferme, de sorte que !'intersection Gn= V n Fn est compact. f(x) ne 
prend done qu'un nombre fini de valeurs sur Gn, autrement dit: f(x) ne 
prend qu'un nombre fini de valeurs ;;;;, en sur V. 
Puisque en -+ 0 on obtient le resultat suivant: 
j(x) ne prend qu'une infinite denombrable de valeurs sur tout ensemble 
compact. 
2.1. On peut definir une classe d'espaces vectoriels topologiques sur 
K, ressemblants aux espaces localement convexes. 
Soit E un espace vectoriel sur K et supposons qu'il existe sur E des 
semi-normes n.a. non identiquement egales a zero. 
Faisons d'abord une remarque. Soient p(x) et q(x) deux semi-normes 
n.a. sur E et posons 
Ap=(x; p(x)<l), 
Aa=(x; q(x)<l). 
On voit alors sans peine que 
r(x)=max (p(x), q(x)) 
est aussi une semi-norme n.a. et qu'on a 
Ap n Aq=(x; r(x)<l). 
La meme propriete est vraie pour les ensembles (x; p(x)~ l) et (x;q(x)~ 1). 
Soit maintenant run ensemble de semi-normes n.a. sur E. Etant donne 
e > 0, considerons les ensembles U Pi;.(()) des points x E E satisfaisant a 
un nombre fini de relations 
Pt(X)<e, i= l, ... , n; PiEr. 
En prenant ces ensembles comme systeme fondamental {U} de voisinages 
de (), on definit au moyen des translations convenables une topologie sur 
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l'espace vectoriel E. On verifie aisement que les axiomes connus sont 
satisfaits. Les operations vectorielles, a savoir !'addition des vecteurs et 
la multiplication par les elements de K, sont continues. Quant a I' addition 
c'est une simple consequence de l'inegalite p(x+y)~max (p(x), p(y)). 
En effet, si West un voisinage appa.rtenant au systeme {U}, il existe un 
voisinage V, appartenant au systeme, tel que V + V C W. 11 suffit de 
prendre V =A.W ou IA.I < 1, A. E K. On a alors, si x E W, yEW, 
p~(A.x+A.y)~max (jA.jpt(x), IA.Ipt(y))<e, 
done A.x+A.y E W. 11 s'ensuit que !'operation (x, y)-+ x+y est continue 
au point (0, 0), done partout. Quant a la multiplication par les elements 
de K, remarquons que d'apres EO les voisinages du systeme {U} 
sont des corps K-convexes absorbants. Si U appartient au systeme, 
A.U(A. E K, A.#O) est egalement un voisinage du systeme. 11 s'ensuit que 
!'application (A., x)-+ A.x de K xE dans E est continue. 
Ainsi, les axiomes d'un espace vectoriel topologique etant verifies, 
l'espace vectoriel E, muni de la topologie definie au moyen de !'ensemble 
r des semi-normes n.a., devient un espace vectoriel topologique. 
En general la topologie definie par r n'est pas separee. Comme dans 
le cas des espaces vectoriels topologiques reels on a: pour que la topologie 
soit separee il faut et il su:ffit que, pour tout x E E tel que x#O, il existe 
une semi-norme n.a. p E r telle que p(x) # 0. 
2.2 11 est clair que toutes les semi-normes n.a. p E r sont continues 
pour la topologie, definie par ce systeme r. On peut done appliquer les 
resultats, obtenus dans ce qui precede, concernant les semi-normes n.a. 
continues. En particulier les voisinages sont ouverts et fermes. 11 s'ensuit 
la propriete suivante: 
Tout espace E, muni d'une topologie separee dlfinie par le systeme r 
de semi-normes n.a., est de dimension 0. 
2.3. On sait que, en considerant les espaces vectoriels reels, chaque 
topologie definie par un ensemble de semi-normes peut etre caracterisee 
d'une fac;on geometrique: ce sont les espaces localement con vexes. Les 
relations que nous avons etablies dans EO entre les corps K-convexes et 
les semi-normes n.a., permettent aussi de donner une caracterisation 
geometrique dans notre cas. Ceci justifie la definition suivante. 
Definition. Un espace vectoriel sur K, muni de la topologie definie 
dans 2.1, sera appele localement K-convexe. 
2.4. Soit E un espace localement K-convexe dont la topologie est 
definie par une seule semi-norme n.a. p(x). Si Eo= {x; p(x)=O}, considerons 
l'espace quotient EJEo. On voit que p(x) est constant sur chaque classe 
d'equivalence modulo E 0• 11 s'ensuit que EJEo est un espace norme n.a., 
c'est a dire un espace norme tel que la norme llxll (x E EJEo) satisfait 
l'inegalite forte 
llx+yll ~max(jjxjj, IIYII), 
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ou l'on a 
(1) JJxJJ =p(x) (x Ex). 
Inversement, soit E un espace vectoriel topologique sur K et Eo un sous-
espace lineaire de E. Si EJEo est un espace norme n.a., alors la topologie 
sur E est identique a celle definie par la semi-norme n.a. p(x) ou p(x) est 
determine par la relation ( 1); E est done localement K -convexe. 
Si E est localement K-convexe separe, on peut appliquer ceci a chaque 
semi-norme n.a. du systeme r, definissant la topologie. On arrive par cette 
voie a la propriete suivante, qui correspond a une propriete connue des 
espaces localement convexes ([6], p. 99): 
Ohaque espace localement K -convexe separe est isomorphe a un 80U8-
espace lineaire d'un produit d'espaces de Banach non-archimediens. 
On peut obtenir ce resultat aussi de la maniere suivante, qui fait voir 
que ce theoreme est un cas particulier d'un theoreme general concernant 
les espaces topologiques uniformes non-archimediens ([3]). 
Montrons d'abord qu'il existe sur E une structure uniforme non-
archimedienne, compatible avec la topologie donnee. 
Quelque soit pEr, la fonction p(x-y), x, y E E est un ecart sur E. 
La topologie deE, qui est compatible avec la structure de groupe additif 
de E, definit sur E une structure uniforme. C'est la structure uniforme, 
definie par les ecarts p(x-y), ou p parcourt r. II reste a montrer que 




quelque soit !'entourage U de la structure. Rappelons que (x, y) E U si 
et seulement s'il existe z E E tel qu'on a (x, z) E U et (z, y) E U. Supposons 
maintenant que U est !'entourage, defini par les inegalites en nombre fini 
Pi(x-y)<s, i= 1, ... , n; PiE F. 
2 
On a done (x, y) E U s'il existe z E E tel que 
Pi(z-x)<s, 
Pi(y-z)<s, i=1, ... , n; PiE F. 
En vertu des proprietes des semi-normes n.a. il suit de ces inegalites 
Pi(y-x) ~max (Pi(z-x), Pi(Y -z)) <s, 
2 
done (x, y) E U. On en tire U C U. 
La structure uniforme ainsi definie est separee puisque la topologie de 
E est supposee separee. 
On peut maintenant appliquer un resultat que j'ai demontre dans un 
travail anterieur: chaque espace uniforme dont la structure uniforme est 
non-archimedienne est isomorphe a un sous-espace d'un produit d'espaces 
metriques, la metrique dans chacuns de ces espaces etant non-archi-
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medienne ([3], p. 626). On peut encore preciser cette propriete, car on tire 
aisement de la demonstration que ces espaces sont tous des espaces de 
Banach non-archimediens. Ceci complete la demonstration. 
2.5. Revenons ala condition w p c w K, posee dans 1.3. Si la valuation 
de K est discrete, on peut definir a partir du systeme r des semi-normes 
p(x) un nouvel ensemble F' de semi-normes n.a. q(x) tel qu'on a Wq C W K 
pour tout q E F' et tel que la topologie, definie sur E par rest equivalente 
a la topologie definie par F'. 
Supposons que les valeurs des elements de K sont les puissances du 
nombre e > l. Designons par Ap I' ensemble (x; p(x) <I). Dans EO on a 
demontre les inegalites 
e-1 inf !AI ~ p(x) < inf !AI. 
XEAAP XEAAp 
Posons 
q(x) = inf !AI. 
xeAAp 
On tire des resultats, obtenus dans EO, que q(x) est une semi-norme n.a. 
sur E. On a done 
(2) e-1 q(x) ~p(x) <q(x). 
Puisque la valuation de K est discrete, on a Wq C W K· En designant par 
Aq !'ensemble (x; q(x)<l), on a 
e-1 inf !AI ~ q(x) < inf !AI, 
xEAAa xe.u. 
et puisque Wq c w K, cette relation se reduit a 
A chaque semi-norme n.a. pEr on peut faire correspondre une semi-
norme n.a. q(x). Soit F' !'ensemble des semi-normes n.a. q sip parcourt r. 
Il reste alors a demontrer que la topologie definie par F' est equivalente 
a la topologie definie par r. Or' si Ao E K est tel que I Aol = e, cela est une 
simple consequence de la relation 
qu'on derive de (2). 
La question de savoir si un tel changement du systeme r definiant la 
topologie, est aussi possible si la valuation de K est dense, reste encore 
ouverte. 
3.1. Soient E et F deux espaces vectoriels sur le meme corps K et 
supposons que les topologies de E et F sont definies respectivement par 
les ensembles de semi-normes n.a. ret F'. Supposons de plus que rest un 
ensemble filtrant, c'est a dire un ensemble tel que si P1 E r, P2 E r, il 
existe Po E r tel que P1(x) ~ po(x), P2(x) ~ po(x) pour tout X E E. Quant a 
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cela, remarquons que, p1, ... , Pn etant des semi-normes n.a., la fonction 
sup Pk(x) 
l~k~n 
est aussi une semi-norme n.a. On peut realiser la condition que r soit 
filtrant, sans changer la topologie, en ajoutant, au besoin, a r les bornes 
superieures des families finies de semi-normes n.a. appartenant a r. 
Soit T unn application homogene et additive deE dans F. La condition 
necessaire et suffisante pour que T soit continue, a la meme forme que 
dans les espaces localement convexes ([6], p. 100). On a la propriete 
suivante. 
Pour que T soit continue, il faut et il suffit que, pour toute semi-norme 
q E F', il existe une semi-norme n.a. p E r et un nombre M > 0 tels que l' on 
ait pour tout x E E 
(3) q(T(x)) ~ M · p(x). 
1. Montrons d'abord la necessite de cette condition. Supposons done 
que !'application T est continue et qu'a la semi-norme n.a. qo E F' on ne 
peut pas faire correspondre un nombre M>O et une semi-norme n.a. 
p E r tels que (3) est satisfait. Pour tout p E r il existerait alors une 
suite de nombres {Mn}, n= 1, 2, ... , et une suite {xn}, Xn E E, n= 1, 2, ... , 
tel que 
lim Mn =oo, 
n-+oo 
qo(T(xn)) >Mn p(xn) > 0, n=l,2, .... 
Considerons d'abord le cas oil la valuation de K est discrete. Il existerait 
alors une suite {.An}, An-EK, n=1, 2, ... ,tel que 
! 1 ::o;;: lA. I s: 1 . 
e Mnp(x,.) - n - M,.p(x,) 
En posant Yn =An Xn, on obtiendrait 
Puis on aurait 
1 1 1 
qo(T(yn)) = qo(A.nT(xn)) = I .Ani qo(T(xn)) ~- M ( ) qo(T(xn)) >-. e nP Xn e 




P(Yn) __,.. 0, 
1 
qo(T(yn))>e' n=l,2, .... 
Considerons ensuite le cas oil la valuation de K est dense. Soit 
{en}, n= 1, 2, ... , une suite de nombres > 0 telle que 
(6) lim enqo(T(xn)) = 0. 
tl-+00 
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La valuation de K etant dense, il existerait une suite {A.n}, An E K, telle que 
1 1 
M ( ) -en~ !A.n! ~ M ( ) , n = 1, 2, .... 
nP Xn nP Xn 
En posant Yn=AnXn, on obtiendrait 
lim p(yn) = 0 
et 
qo(T(yn)) ~ (M,.;(x,.)- en) qo(T(xn)) > 1-enqo(T(xn)). 
En tenant compte de (6), on aurait 
qo(T(yn))> 1- ,j>n>O 
pour les valeurs su:ffisamment grandes de n. 
Resumant les deux cas on peut dire: si la condition n'est pas remplie, 
il existe pour tout p E r une suite {Yn}, Yn E E, tel qu'on a 
(7) 
et, etant donne O<n<1/e, 
(8) 
valable pour n= 1, 2, ... dans le cas d'une valuation discrete de K et a 
partir d'une certaine valeur de n si la valuation est dense. 
Pour terminer la demonstration il s'agit de construire une contra-
diction entre (7) et (8). Soit UF le voisinage de() dans l'espace F, determine 
par q0(z) <n. Puisque !'application T est continue, il existe un voisinage 
UE de () dans l'espace E tel que x E UE implique T(x) E UF. Supposons 
que UE est determine par les inegalites 
Pl(x)<e, ... , Pn(x)<e. 
Puisque r est filtrant, il existe Po E r tel que 
Pk(x)~po(x), x E E, k= 1, 2, ... , n. 
Appliquons alors les resultats (7) et (8) en prenant p = po. II existe done 
une suite {y~}, Yt E E, telle que 
lim po(y~) = 0, 
i~oo 
et done, en tenant compte de la definition de p0 , 
lim Pk(Y~) = 0, k=1, ... ,n. 
i~oo 
Pour i >1 on a done y~ E UE, et par suite T(yt) E UF, c'est-a-dire 
qo(T(y~))<n, i>l. 
Cependant on a d'apres (7) 
qo(T(yi)) > 'YJ 
pour les valeurs su:ffisamment grandes de i, d'ou une contradiction. 
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2. La suffisance de la condition (3) est evidente. Il resulte de (3) 
que T est continue a e, et done partout. 
Dans ce qui suit nous appelons une application T de E dans F lineaire 
si elle est additive, homogEme et continue. La borne inferieur des nombres 
M tels qu'on a (3), sera appele la norme de T par rapport a p et q; elle 
sera designee par IIT!iP, q. 
3.2. Dans les espaces lineaires normes non-archimediens on connait 
une condition necessaire et suffisante pour qu'une application lineaire 
d'un sous-espace de E dans un espace F puisse etre prolongee a une 
application lineaire de E tout entier dans F [4]. Nous allons voir qu'on 
peut generaliser ce resultat aux espaces consideres dans cet article. 
Soit E un espace localement K -convexe dont la topologie est definie 
par un ensemble r de semi-normes n.a. p(x). Pour tout pEr, appelons 
p-boule I' ensemble Bp(xo, r) des x E E tels que 
p(x-xo)~r. · 
Dans EO j'ai etudie ces ensembles. Toute p-boule est un corps K-convexe. 
On deduit des resultats, la obtenus, la propriete suivante: 
Etant donnees pEr et deux p-boules Bp(XI, rl) et Bp(X2, r2) dont l'inter-
section n' est pas vide, une de ces boules est contenue dans l' autre. 
Il s'ensuit la propriete suivante: 
Etant donnes p E r et un ensemble A de p-boules tel que deux quelconques 
de ces boules ont une intersection non-vide, l' ensemble A est un ensemble 
totalement ordonne en prenant pour la relation d'ordre la relation d'inclusion. 
Generalisant une notion, introduite par INGLETON [7] dans les espaces 
lineaires normes n.a., nous posons la definition suivante. 
Definition. L'espace E sera appele complet au sens p-spherique 
( complet p-sph.) si tout ensemble de p-boules de E, totalement ordonne par 
la relation d'inclusion, a une intersection non-vide. 
On a maintenant le theoreme suivant concernant le prolongement des 
applications lineaires. 
Soient E et F des espaceslocalement K-convexes. Supposons que la topologie 
surE est dlfinie par l'unique semi-norme n.a. p(x) et celle surF par l'unique 
semi-norme n.a. q(~). Supposons de plus que F est complet q-sph. Soient V 
un sous-espace linea ire de E et T une application linea ire de V dans F. Il 
existe alors une application lineaire To deE tout entier dans F, prolongeant 
T et telle que la norme de To est egale a la norme de T. 
Notons qu'il est remarquable que, F etant donne complet q-sph., la 
possibilite d'un tel prolongement ne depend plus du choix de E. 
On peut suivre la demonstration de Ingleton. D'apres 3.1. il existe 
un nombre liT II> 0 tel que l'on a 
(9) q(T(y)) ~ liT II 'p(y), y E v. 
Soit Xo un element de E, n'appartenant pas a v. Nous allons montrer 
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I' existence d'un prolongement de T a l'espace V + Kx0• La demonstration 
de I' existence d'un prolongement a E se fait alors a I' aide du Iemme de Zorn. 
Soit B(T(y), r) la q-boule dans F, definie par 
q(~-T(y))~r(y), ~EF, '!JE V, 
ou 
r(y)= JJTJJ·p(y-xo). 
Considerons !'ensemble A de ces q-boules si y parcourt V. Deux quel-
conques de ces q-boules ont une intersection non-vide puisqu'on a 
q(T(y1) -T(y2)) ~ IJTIJ ·P('!/1 -y2) 
~ IITII max (p(yi-Xo), p(y2-xo)) 
=max (r(y1), r(y2}}, 
done T(y1) E B(T(y2), r2) ou T(y2) E B(T(y1), r1). L'ensemble A est done 
totalement ordonne par la relation d'inclusion de sorte que, F etant 
q-sph., il existe un point commun a toutes les boules B(T(y), r), y E V. 
Soit ~o un tel point. Soit alors x=y+.A.xo, y E V, A. E K. Posons 
To(x)=T(y)+Mo. 
On a ainsi defini un prolongement additif et homogE'me de T. C'est une 
application lineaire, ayant la meme norme que T, puisqu'on a 
et done 
q(~o-T(y))~r(y) pour tout y E V, 
q(To(x))= J.A.J·q(T(.A.-1 y}+~o)) 
~J.A.J·r( -.A.-ly) 
=J.A.J· IITII ·p( -.A.-1 y-xo) 
=II Til ·p(x). 
Ingleton montre, tout en restant dans le cas des espaces normes non-
archimediens, que la condition imposee a F d'etre complet sph., est 
necessaire pour que le prolongement avec conservation de la norme soit 
possible quelque soit l'espace E. Cette propriete reste vraie dans notre 
cas. Cela veut dire: 
Si F n'est pas complet q-sph., il existe un espace E, n'ayant pas la propriete 
que toute application lineaire d'un sous-espace de E dans F possede un 
prolongement linea ire sur E tout entier. 
On peut reprendre le raisonnement d'INGLETON [7], en y remplac;ant 
d'une fac;on appropriee les normes par les semi-normes n.a. correspondantes. 
La seule difference est que l'espace qu'on construit ainsi, n'est plus, 
comme chez Ingleton, un espace norme n.a., mais un espace sur lequel 
il existe une semi-norme n.a. Cet espace ne possede pas la propriete du 
prolongement. Ainsi, on n'a pas besoin de reproduire la demonstration. 
Remarquons que le seul point ou intervient !'existence d'une topologie 
surE et F, est la, ou on a tire la conclusion de !'existence d'un nombre 
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IITII >0 tel qu'on a (9). On peut done exprimer ce theoreme sous une 
forme independante de toute topologie sur E et F, en prenant pour T 
une application additive et homogene, satisfaisant une inegalite (9). 
Si le corps K est complet sph. par rapport a la valuation, on peut 
prendre pour F le corps K, considere comme un espace sur lui-meme. 
On obtient alors un theoreme concernant le prolongement sur E des 
fonctionnelles additives et homogenes, definies sur un sous-espace de E 
et bornees superieurement par une semi-norme n.a. p(x). C'est un theoreme 
analogue au theoreme de Hahn-Banach dans les espaces normes. 
Consequences. - l. Supposons que K est complet sph. Soit E un 
espace lineaire sur K et supposons qu'il existe sur E une semi-norme n.a. 
p(x), non identiquement egale a zero. Soient 0 E K, 0 =I= 0, et Xo E E tel 
que p(xo) =1= 0. Alors il existe sur E une fontionnelle additive, homogene 
F(x) telle qu'on a 
F(xo)=O, 
ICI jF(x)l;:;;;; -(-) p(x). p xo 
F(x) est done continue par rapport ala topologie localement K-convexe, 
definie sur E par p(x). 
11 suffit d'appliquer le theoreme precedent sur le sous-espace lineaire 
engendre par xo, en y prenant, si x=J.xo, comme fonctionnelle qu'on va 
prolonger, la fonctionnelle 
f(x)=J.O. 
Si W p C W K, on peut choisir 0 tel qu'on a 101 =p(xo). On obtient alors 
IF(xo)l =p(xo), 
IF(x)l ;;;;;p(x). 
2. - Ingleton a montre que, si le theoreme de Hahn-Banach est vraie 
dans un espace lineaire norme sur un corps K, muni d'une valuation n.a., 
alors l'espace est non-archimedien, c'est-a-dire que la norme llxll satisfait 
l'inegalite triangulaire forte. Ce resultat s'etend aisement dans notre cas. 
On obtient la propriete suivante: 
Soit E un espace lineaire sur le corps K, muni d'une valuation n.a., et 
soit p(x) une semi-norme sur E (on ne suppose done pas que p(x) est non-
archimedien). Supposons que le tkeoreme de Hahn-Banach est vrai dans E 
en ce qui concerne les fonctionelles additives et homogenes, bornees superieure-
ment par p(x). Alors p(x) est une semi-norme n.a. 1 ) 
1 ) Mentionnons comme consequence de cette propriete que le theoreme de 
Hahn-Banach n'est pas vrai pour les espaces que j'ai appele autrefois [4] semi-
non-archimedien. Ce sont des espaces lineaires normes sur un corps K, muni d'une 
valuation non-archimedienne, tel que l'inegalite triangulaire forte n'est pas vraie 
pour tout x, y, c'est a dire tel qu'il existe x, y tel que 
max <llxii,IIYII) < llx + Yll ~ llxll + IIYII· 
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Dans ces circonstances il existe d'apres I une fonctionnelle F(x) telle 
qu'on a 
F(xo)=O, 
!IF!! =fl. p(:t:o) 
En prenant x+y=xo, il s'ensuit 
et done 
p(x+y) ·!IF II= 101 = !F(x+y)! ~max (!F(x)!, IF(y)l) 
~!IF!! ·max (p(x), p(y}), 
p(x+y)~max (p(x), p(y)). 
3.3. Dans les espaces vectoriels topologiques sur le corps des nombres 
reels on connait une seconde forme de caractere plutOt geometrique du 
theoreme de Hahn-Banach ([6], p. 69; voir aussi [8]). La notion d'ensemble 
convexe y est essentielle. A l'aide de la notion d'ensemble K-convexe, 
que j'ai etudiee dans EO, on peut obtenir une forme analogue dans notre cas. 
Soit K un corps complet sph. et E un espace lineaire sur K. Supposons 
qu'il existe dans E un corps K-convexe S. En effectuant une translation 
convenable, on peut supposer que S contient e. Dans EO on a montre 
qu'il existe alors sur E une semi-norme n.a. p(x) telle qu'on a 
(x; p(x) <I) C S C (x; p(x) ~I). 
Posons 
Ap= (x; p(x) < 1). 
On a alors le theoreme suivant. 
Soit V une variete lineaire dans E telle que l'intersection Ap n V est vide. 
Alors il existe dans E une hypervariete W telle que 
Ap n W est vide, 
et 
vcw. 
Nous derivons ce theoreme en le ramenant au theoreme de Hahn-Banach, 
demontre dans 3.2 (comparer [2]). Soit G le sous-espace lineaire de E, 
engendre par V. Les elements de G sont done de la forme X=AX1 (x1 E V, 
A E K) et on montre sans peine que cette representation est unique si 
x=t=(). Construisons sur G une fonctionnelle additive et homogene de la 
fa9on suivante. Posons 
f(x)= I pour x E V, 
f(()) = 0. 
Designons le prolongement additive et homogene de cette fonctionnelle 
sur G par f(x). Si X=AXI, on a 
f(x) =Af(xl) =A. 
Si x=j=(), on a A=/=0, et done f(x)=/=0. Puisque x1 E Vet Ap n Vest vide, 
on a p(x1) ~I. Puis on a 
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d' ou il suit p(x) ~\.A.\. On en tire 
\f(x)\ ~p(x). 
Appliquons maintenant le theoreme de Hahn-Banach. II existe done 
sur E une fonctionnelle additive et homogene F'(x) telle qu'on a 
F'(x) = f(x) pour x E G 
\F'(x)\ ~p(x). 
Soit W la hypervariete lineaire F'(x) = l. Puisque F(x) = 1 sur V, on a 
vcw. 
On a p(x) < 1 pour x E Ap, done 
\F(x)\ < 1 (x E Ap), 
d'ou il suit que Ap 11 W est vide. 
Remarquons qu'on n'a pas suppose qu'une topologie est definie sur E. 
Cependant une topologie est necessaire des qu'on veut enoncer que la 
hypervariete W est fermee. Pour cela il faut et il suffit que p(x) est continu. 
On peut eviter dans ce theoreme !'introduction de !'ensemble Ap. On 
obtient alors le theoreme suivant, qui a rapport direct au corps S, et 
qui se demontre exactement de la meme fa~on. 
Soit V une variete lineaire dans E telle que l'intersection S 11 V est vide. 
Alors il existe dans E une hypervariete W telle que .AS 11 W est vide pour 
tout .A. E K, \.A.\< 1 et V C W. 
A cette forme du theoreme, enfin, on reduit la propriete suivante, qui 
a rapport aux ensembles K-convexes, non necessairement etant des corps 
con vexes. 
Supposons qu'il existe dans E un corps K -convexe ou, ce qui revient 
au meme, une semi-norme n.a. q(x). Designons par Bq (xo, r) !'ensemble 
q(x-xo) ~r. Soient alors donnees une variete lineaire V C E et un ensemble 
K-convexe C tel qu'il exist.e e>O tel que 
Bq (xo, e) 11 C 
est vide pour tout x0 E V. Alors il existe dans E une hypervariete W 
telle que 
.A.C11 W 
est vide quelque soit A E K, \A.\< 1, et tel que V C W. 
En effet, comme j'ai montre dans EO, on peut alors prolonger C a un 
corps K-convexe S tel que S 11 V est vide. II suffit alors d'appliquer le 
theoreme precedent en prenant pour p(x) la semi-norme n.a. qui correspond 
a.s. 
4.1. Considerons la propriete d'un espace d'etre complet p-sph. 
Soit E un espace localement K -convexe et supposons que la topologie 
sur E est definie par une seule semi-norme n.a. p(x). Designons par Eo 
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le sous-espace lineaire {x; p(x)=O}. D'apres 2.4 E/Eo est un espace norme 
n.a. et la norme est definie par la relation ( l ). 
Soit rp !'application canonique de E sur E/Eo. On voit que la p-boule 
p(x-xo)~r est l'image reciproque par rp de la boule JJx-xoJI ~r dans 
EjE0 si rp(x0) =Xo. II s'ensuit qu'a tout systeme de p-boules, totalement 
ordonne par la relation d'inclusion, correspond un tel systeme dans EfEo 
et inversement. 
On a done la propriete suivante : 
Pou?" que E soit complet p-sph., il jaut et il suffit que l'espace norme n.a. 
E/Eo soit complet sph. 
L'etude des espaces complets p-sph. se reduit done a l'etude des espaces 
normes n.a. complets sph. 
Remarquons que, pour que l'espace E, considere comme un espace 
uniforme dont la structure uniforme est determinee par p(x), soit complet 
il faut et il suffi.t que EfEo est complet. On sait que tout espace norme 
n.a. complet dont !'ensemble des normes de ses elements est discret -
c'est-a-dire que 0 est son seul point d'accumulation - est complet sph. 
[5]. On a done la condition suffi.sante: 
Tout espace E complet tel que l'ensemble W p des valeurs de p(x) est discret, 
est complet p-sph. 
Notons que si y appartient a !'intersection d'un systeme de p-boules, 
!'intersection contient tout X appartenant ala classe d'equivalence suivant 
Eo ala quelle appartient y. En effet, p(y-xo)~r et p(x-y)=O entrainent 
p(x-xo)~max (p(y-xo), p(x-y))~r. 
4.2. Tout espace E localement K-convexe complet p-sph. dont la 
topologie est definie par p(x), est complet. En effet, alors E/Eo est complet 
sph. et ceci entraine, comme j'ai montre anterieurement [5], que EfE0 
est complet. D'apres 4.1 cela implique que E est complet. 
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